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Tém tat: Bai viét dua ra mot s6 s6 két qua vé dudi vi phan B—nhét
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1 GIOI THIEU

Ly thuyét nghiém nhét ctia phuong trinh dao ham riéng da xuat hién tit dau nhiing
nam 80 ctia thé ky trude, né duge dé xuat béi Crandall M. G va Lions P. L. trong
bai bao [7]. Cho dén nay da c6 rat nhiéu cong trinh nghién cttu vé nghiém nhét va
ting dung ctia ching nhu: [1], [7] vé phuong trinh dao ham riéng trong khong gian
hitu han chiéu; [2], [3], [4], [5], [6], [8], [9], [10] vé phuong trinh dao ham riéng trong
khong gian vo han chiéu...

Ban dau, khi nghién cttu nghiém nhét ctia phuong trinh dao ham riéng ngudi ta diing
du6i vi phan Fréchet. Trong cong trinh nghién cttu ctia minh, Borwein va Preiss (xem
[4]) d& dua ra khéi niém S—dudi vi phan. Trong d6 8 1a mot 16p céc tap con cua
khong gian X ma trong cac truosng hgp dic biét ctia § thi ta nhan duge cac dudi vi
phan quen thuoc nhu dudi vi phan Fréchet, Hadamard, Hadamard yéu, Gateaux.
Bai viét nay nghién cttu tinh duy nhat clia nghiem B—nhét cia phuong trinh
Hamilton-Jacobi dang u + H(x, Du) = 0. Cu thé la tinh duy nhat nghiém B—nhdt
ctia phuong trinh cho 16p ham lién tuc déu va bi chin, véi mién xac dinh la tap mé
Q) C X. Két qua chinh ctia chiing t6i trong bai bao nay dugde thé hién trong cac Dinh
1i 2.5, Dinh 1i 2.6, Dinh 1i 2.8, Hé qua 2.9. Day 1a sy mé rong cho két qua duge néu
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trong [5], & d6 cac tac gid da ching minh duge tinh duy nhat nghiem clia phuong
trinh u + H(z, Du) = 0 trén khong gian hitu han chiéu.

Ngoai phan gidi thieu, két luan va tai lieu tham khao, noi dung ctia bai viét bao gom
hai phan vé6i hai noi dung trong tam la: trinh bay dudi vi phan S—nhdt va cac két
qua vé quy tic tong md cta du6i vi phan; trinh bay nghiem S—nhét clia phuong
trinh Hamilton-Jacobi va két qua vé tinh duy nhat ctia nghiém S—nhét ctia phuong

trinh Hamilton-Jacobi véi gia tri biéen.
2 NOI DUNG

2.1 Duéi vi phan f—nhét

Trong bai viét nay, ching toi stt dung cac ki hieu thong dung sau day: Cho X la

khong gian Banach v6i chuan duge ki higu ||.||, X* 14 khong gian ddi ngau ciia X.
Khong gian tich XV = X x X x ... x X . Vé6i tap S C X ta ky hiéu duong kinh ctia
N-—lan

n6 bai diam(S) := sup{||z — y| : z,y € S}. Vi u € X,p € X* thi (p,u) dé chi gia
tri ctia p tai u. 9Q dé chi tap cac diém bien cta tap Q C X.

Trong [5] céc tac gid da dua ra khai niém borno 3, trong d6 /5 1a mot ho céc tap con
ctia X théa man mot s6 dieu kién xac dinh. Trong mot s6 truong hop dic biet cua
£ thi thu dude cac to po thuong gip, nhitng két qua d6 duge nhéc lai trong Dinh
nghia duéi day.

Dinh nghia 2.1. Mot borno  trén X la mot ho khong rong cac tap con dong, bi
chiin va d6i xing tam ctia X (tic 1a v6i moi x € X thi —z € X) thoa méan ba diéu

kién sau:

1) X= B,

BeB
2) ho 8 déng kin dbi v6i phép nhan v6i mot vo hudng,
3) hop ctia hai phan tit bat ky trong 8 déu chita trong mot phan tit ciia .
Nhan xét 2.2. Mot s6 truong hop dic biét:

1) ho F tat ci cac tap con dong, bi chan, d6i xing tam clia X 13 mot borno va goi

la borno Fréchet;
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2) ho H tat ci cic tap con compact, doi xiing tam ctia X 13 mot borno va goi 1a

borno Hadamard,

3) ho WH tat ca cac tap con compact yéu, dong, doi xtiing tam ctia X 13 mot borno

va goi la borno Hadamard yeu,

4) ho G tat ca cac tap con hitu han, déi xting tam ctia X 14 mot borno va goi 1a

borno Gateaux.

Dinh nghia 2.3. Gia st f,,, f € X*,m € N. Ta néi f,, hoi tu vé f déi v6i borno 3
néu f,, — f khi m — oo déu trén moi phan ti ctia 3, c6 nghia 1a véi moi tap M € 8
va moi € > 0 cho trude, ton tai ng € N sao cho véi moi m > ng, moi x € M ta déu
c6 | fm(z) = f(2)] <e.

Cho mot borno S tren X ky hiéu 75 1a topo trén X* véi su hoi tu déu tren 8 tap
hop va X} 1a khong gian véc to topo (X, 7p).

Ta luon gia thiét rang v6i moéi ham s6 duge xét dén déu nhan gia tri trong tap sé thuec
md rong va quy ude 1a nita lien tuc duéi (trén) thi khong dong nhat bang +o0o(—o0)
va khong nhan gia tri bing —oo(+00). Cho ham f x4c dinh trén X, ta n6i rang f 1a
B—kha vi tai x va c6 f—dao ham Vzf(x) € Xj néu f(x) hitu han va

fx+tu) = f(x) = UV f(x), u)
t

— 0

khi t — 0 déu trén u € V vé6i bat ky V € B. Tic 1a, v6i moi € > 0, v6i moi V' € 3,
ton tai § > 0 sao cho v6i moi t € R, |t| < d, v6i moi w € V' thi

[+ tu) — fz) — (Vs f(x), u)
t

<e&.

Ta néi rang ham f la f—tron tai x néu Vgf : X — X} la lien tuc trong lan can ctia
x.

Néu khong gian X c6 ham chuan 14 ham S—tron trén mat cau don vi thi khi d6 ta
n6i X c¢6 chuan S—tron.

Néu khong gian X khong c6 chuan S—tron nhung c6 chuan tuong duong véi chuan
f—tron thi ta tinh theo chuan tuong duong nay.

Dinh nghia 2.4 (Definition 2.1, [5]). Cho f : X — R la mot ham ntta lién tuc dudi
va f(x) < 4o00. Ta ndi rang f 1a khd dudi vi phan S—nhdt va x* 1a mot dudi dao
ham —nhdt ctia f tai x néu ton tai mot ham Lipschitz dia phuong ¢ : X — R sao
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cho g 1a B—tron tai x, Vag(z) = 2* va f — g dat cuc tiéu dia phuong tai z. Ta ky
hiéu tap tat cd cic dusi dao ham S—nhét cha f tai z 1a Dy f (x) va goi la dudi vi
phan f—nhdt ctua f tai x.

Cho f: X — R la mot ham ntia lien tuc trén va f(z) > —oo. Ta néi ring f la khd
trén vi phan B—nhdt va x* 1a mot trén dao ham B—nhdt clia f tai x néu ton tai mot
ham Lipschitz dia phuong g : X — R sao cho g la f—tron tai z, Vgg(z) = x* va
f — g dat cuc dai dia phuong tai . Ta ky hiéu tap tat cd cac trén dao ham S—nhét

cua f tai z la D;f(x) va goi la trén vi phan S—nhdt cua f tai x.

Dinh 1 duéi day cho ching ta thong tin vé sy lién heé gitta cac dudi dao ham B—nhdt
ctia ham bi chin, nia lién tuc dudi. Két qua nay duge st dung trong viéc ching
minh tinh duy nhat nghiém 3—nhét ctia phuong trinh Hamilton-Jacobi. Dinh 1y nay
lay ky thuat ching minh & [Theorem 2.9, [5]] va ¥ tudéng 6 [Lemma I11.6, [4]]. Trong
[5] thi ho ham (fi, ..., fx) thoa tinh chat nita lien tuc dudi dia phuong déu con trong
Dinh 1i nay cac ham fy, ..., fx bi chan.

Dinh 1i 2.5. Cho X la mot khong gian Banach vdi chuan tuong duong vdi chuan
B—tron va fi,..., fv : X = R la N ham nia lién tuc dudi, bi chan dudi.
Khi d6, vdi moi € > 0, ton tai v, € X,n=1,..,N va x}, € Dj f,(xy,) théa man
i)
diam(z1, ..., zn). max(L, [|21]], ..., [[zx]]) <e, (1)
i)
N N
Zlfn(a:n) < ;g}f(zlfn(x) +e, (2)
iii)

N

*
>

n=1

< e. (3)

Chaing minh. Véi méi s6 thyce ¢ > 0, ta xac dinh ham w, : X — R cho béi

N N
wt(xlw--uxN) :an(xn)+t Z Hxn_me2
n=1

n,m=1

bat M; = inf w,, khi d6 M, don diéu tang theo ¢ va bi chan trén bdi

N
— Jirn e <
o 11713(1)1nf {Zl fo(zy) : diam(zy, ..., zn) < 77} )
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That vay, v6i e > 0 bat ky, ton tai ny > 0 sao cho véi moi 0 < n < g thi

N
inf {Z fo(zy) : diam(zy, ..., zn) < 77} <a+e.
n=1

Chon 7 € (0,7) théa man ¢t.N?.n? < . Khi d6, ton tai yi, ..., yn sao cho

diam(yy, ...,yn) <7

an(yn) < inf {Z fulzy) » diam(zy, ..., zyn) < 77} +e.

n=1 n=1

Theo céch chon 1 § trén ta c6 thszl 1Yn — Yml||* < € nén

N N N
an(yn)+t Z |Yn—Ym || < inf {Z fo(zy) « diam(xy, ..., zy) < 77}+25 < a+3e.
n=1 n=1

nym=1
Do d6 M, < a + 3z, ma € > 0 bat ky nén M, < «o. Dat M = lim,_, ., M,. Véi
mdi ¢ > 0 ap dung nguyén li bién phan tron [4] cho ham w; ton tai mot ham ¢
16i, C* va ot ,n = 1,..., N sao cho w; + ¢; dat cyc tiéu dia phuong tai (x4, ..., 2%),
IVaoi(t, ..., 2%)|| < e/N va
wy(zh, ... 2ly) <infwt—|—% SM—l—%. (4)
V6i moi n, ham

t t t t t t t t
y '_> ’LUt(.Tl, -.-,xn_17y,xn+17 ...,.Q?N) + ¢t(aj1, ...,xn_17y,xn+17 "'7$N)

dat cuc tiéu dia phuong tai y = z!. Nhu vay, véin =1,..., N thi

N
2, = Vi bulah, e tly) = 26 3 V2!, — 7)€ Dy fulal). (5)
m=1
Do dé6
N N N N
Soat == Vanailal nal) 263> Vgl Pt — at,).
n=1 n=1 n=1 m=1

N N ~
V| = 2201 Ve, (o )| < € va V| ||* (2], — 23,) + Vsl |[* (27, — 27,) = 0 nen
N

*
E xnt

n=1

<e.
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Theo Dinh nghia M;, két hop véi (4) ta c6

My < wt/?(xtla ,$§V)

N
t
= wilal, et = 5 D Nk — ol

n,m=1

-
t t |12
SMtﬂL;—i Z [z — 2™

n,m=1

Do do

5

N
£ Nl =l < 20— Mya 44

n,m=1
va tit d6 ta c6 két luan

. 2
Jim ¢ Sl =0

n,m=1
Suy ra

lim diam(z!, ..., 2%) = 0.
t——+o0

Mit khac ta c6 danh gid | Vg||.|[*(z)|| < 2||z|| nén tit cong thic (5) ta co

N
> VIR, - at)
m=1

N
<=+ ztmzlzng;; — o, | <  +4tN diam(a, .., 7))

25l < 1l = Ve, ¢e(1, - ay) || + 2t

. A )
suy ra tLleroo |25, || = 0 do do
tlgrnoo diam(z}, ..., z'y). max(||27, ||, ..., [z}, ]) =0
va
i diamn(af, ). max(L, 2. ) =

Nhu vay, vi a 1a mot chan trén cua M; nén ta co

N
M < hmlnf {Z fo(zy) : diam(zy, ..., zx) < 7]}

n=1

t—4o00 t—+o00

N
< limianfn(xfl) = liminfzwt(l’i, o Ty) <M
1 =1
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N
M = 717i_r)r(1)inf {Zl fo(zy) : diam(zy, ..., zn) < 77} .

Vé6i n > 0 bat ky ta co

inf {Zl fo(zy)  diam(zq, ..., zx) < 77} < ;g}f(;fn(x)

suy ra

N N

M = }]ig(l)inf {; falzy) : diam(zy, ...,xy) < 77} < inf an(x)

Theo cach xéc dinh ham w, ta c6 S0, fu(ah) < wy(a, ..., ). Tit cong thiic (4) ta
co Zgzl fular,) <M+ % < 12)f( Er]yzl falz) + %

Lay @, = o vax = a} ,n=1,..,N v6i t di I6n ta c6 két luan ctia Dinh Ii. ]

Dinh 1i 2.6. Cho X la mot khong gian Banach vdi chuan tuong duong vdi chuan
f—tron. Q C X la tap md va fi,..., fn : Q= R la N ham nia lién tuc dudi, bi chan.

Khi dé, vdi méi e > 0, ton tai x, € Qn=1,...,N va z¥ € Dy fa(zn) théa man

i)

diam(zy, ..., xy). max(1, [|z7]], ..., |z ¥ ]]) <&,

N N
an(xn) < ingz fn(z) + €,
n=1 ze n=1

N

*
D>

n=1

<eE.

Chiing minh. Thac trién cac ham f,,n = 1..N thanh cac ham f; trén X, v6i

ﬁ(@ _ fo(z) néuzeQ

00 néu z ¢ Q.

Khi dé, ta thiy ring f,,n = 1..N la cdc ham ntta lien tuc duéi va bi chian duéi tren
X. Theo Dinh If 2.5, v6i mdi € > 0, ton tai v, € X,n = 1,.., N va z;, € Dy fu(z,)

sao cho
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diam(zxy, ..., xy). max(1, |27, ..., [[z¥]]) <&,
if)
N N
; falwn) < ;g; fal@) +e, (6)

iii)

duge théa man. Vi infuex S0, folz) < 0o nen tit cong thic (6) ta c6 z, € O, n =
1,...,N. Khi d6 (6) tr6é thanh

N N
an(xn) < inﬁz fo(z) + ¢,
n=1 z€Q n=1
vay Dinh 1i 2.6 dugc chitng minh. O

2.2 Nghiém f—nhét ctia phuong trinh Hamilton-Jacobi

Cho X 1a khong gian Banach thyc, X* 1a khong gian ddi ngau ctia n6. Xét phuong
trinh dao ham riéng
F(z,u, Du) = 0 trén €, (7)

trong d6 Q C X, H : X x R x X* — R. Trong trudng hop tong quat, phuong trinh
(7) khong c6 nghiém c6 dién. Nghiém nhét clia phuong trinh da duge dé xuat bdi
Crandall v& Lions [7] dé thay thé cho nghiém c6 dién. Dinh nghia ban dau ctia nghiém
nhét duge trinh bay trong [7] va [6] trén co s6 dudi vi phan Fréchet. Trong [[8], [5]],
nghiém f—nhét duge dinh nghia cho phuong trinh (7) trén khong gian khong c6
chuan Fréchet tron. Ta nhéc lai Dinh nghia duéi day.

Dinh nghia 2.7 (Definition 3.1, [5]). Cho X 14 mot khong gian Banach véi chuan
tuong duong mot chuan S—tron. Mot ham u : Q — R 1a nghiém dudi f—nhdt cia
phuong trinh (7) néu u la mot ham ntta lien tuc trén va véi mdi z € Q, véi moi
z* € Dju(xr) thi

F(z,u(x),z") <0.
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Mot ham u : Q — R 1a nghiém trén B—nhdt ciia phuong trinh (7) néu u 1a mot ham

ntta lien tuc dudi va véi moi z € Q, v6i moi * € Dyu(z), thi
F(z,u(z),z") > 0.

Ham u dugc goi 1a nghiém S—nhdt clia phuong trinh (7) néu v vira 1a nghiem duéi
f—nhot vita 1a nghiém trén f—nhét ctia phuong trinh (7).

Vi du 2.1. Xét khong gian X = R v6i borno Fréchet, ham u = 1 — 2|z| 14 nghiém
F—nhét ctia phuong trinh
o' = 2. (8)

That vay, khi z > 0 thi w = 1 — 22, nén Dyu(z) = Diu(z) = {-2}. Khi z < 0 thi
uw=1+2z, nén Dyu(z) = Diu(x) = {2}. Trong ca hai trudng hgp thi phuong trinh
(8) théa man.

Tai x = 0, ta ¢6 the tinh duge Dzu(0) = 0, Dfu(0) = [~2;2]. Theo dinh nghia
nghiém f—nhét thi v = 1 — 2|z| 1a nghiém F—nhét ctia phuong trinh (8).

Dinh 1i sau 1a mot két qua quan trong trong viéc chitng minh tinh duy nhéat nghiem

cua phuong trinh Hamilton-Jacobi.

Dinh 1i 2.8. Cho X la mot khong gian Banach vdi chuan tuong duong vdi mot chudn
B—tron. Q C X la mot tap ma.

Xét F(x,u, Du) = u+ H(x, Du) vdi H : X x X} — R théa man gid thiét:

(A) vdi moi x,y € X va x*,y* € X},

|H(x,2%) = H(y,y")| < w(z —y, 2" —y*) + K.max(||lz*|, |y* D]z =y,
trong do K 1o hang 50 duong va w : X x X5 — R la ham lien tuc vdi w(0,0) = 0.
Gid st w,v la hai ham zdc dinh, bi chan va lién tuc déu trén Q. Néu u la nghiém

B-nhdt dudi v la nghiém B-nhdt trén cia phuong trinh F(xz,u, Du) =0 va u < v trén
00 thi u < v trén .

Chitng minh. Lay ¢ 1a hing s6 duong bat ky. Theo gia thiét (A) ton tai n € (0,¢) va

mot lan can Vs ctia 0 trong Xj sao cho v6i [|x1 — x| < 2 va 27 — 25 € Vj thi
|H (21, 27) = H (g, 23)] < &+ K max([la7]], lo3]]) |21 — 22

Tren X*, t0 po Fréchet 74 1a t6 po manh nhat trong cac to po 75, nén Vz la mot
Tp— lan can ctia 0. Do vay, ton tai r > 0 (ta c6 thé gia thiét » > 7, néu khong thi ta
giam n) sao cho B(0,r) C V5.
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Ap dung Dinh 1i 2.6 cho ham f; = v, fo = —u ton tai 1,2, € Q, 2% € D/gv(xl) va
5 € DFu(xr,) thoa man

— 1ol < g

(@) llill-lzr — 22| <e va
(i) ] — x5 € B(0,r);

(iil) v(xy) —u(zr) < irﬁlf(v —u) +e¢.

Néu 21 € 9Q thi v(x1) — u(xg) > u(z1) — u(xe), do tinh lién tuc déu ctia ham u nén
ta c6 thé suy ra u(z) — u(ze) > —e.

Néu x5 € 9Q thi v(z;) — u(zz) > v(z1) — v(xs), do tinh lién tuc déu ctia ham v nén
ta c6 thé suy ra v(z;) — v(x) > —e.

Trong ca hai truong hgp tren ta déu c¢6 duge infg(v — u) > —2¢. Vi e > 0 bat ky
nén infg(v —u) > 0.

Néu x1, 75 € Q thi do u 1a nghiém S—nhét dudi nén ta co
F(x9,u(xa), x5) = u(xe) + H(xg,25) <0
va v la nghiém f—nhét trén nén ta cé
F(zy,v(z1),27) = v(xy) + H(xq,27) > 0.
Do d6, véi ||z — x2|| < 2n va o7 — b € V3,

inf(v —u) > v(xy) —u(zy) — ¢

0
(x2,$2) (131,1';) —¢
> —(5 + K. max([[27]], [lz3]) |21 — 22]) —
—e(2+ K).
Vi e > 0 bat ky nen infg(v —u) > 0 hay v > u. O

Hé qua 2.9. Dudi cdc gid thiét cia Dinh i 2.8, w,v la hai ham lién tuc déu, bi
chan trén Q sao cho u = v trén 0Q. u,v la hai nghiém B—nhdt cia phuong trinh
F(x,u,Du) =0 thi u = v trén .

Chitng minh. Néu u, v 1a hai nghi¢gm S—nhé6t ctia phuong trinh F(z,u, Du) = 0 khi
do:
u la nghiém dudi f—nhdét, v 1a nghiém trén f—nhdét nén theo Dinh 1i 2.8 ta c6 u < v
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tren Q
tuong tu v la nghiém duéi f—nhdét, u 1a nghiém trén f—nhét nén theo Dinh 1i 2.8
ta co v < u tréen Q. T d6 ta c6 u = v trén Q. O

Nhu vay ta da chiing minh duge tinh duy nhat nghiém S—nhé6t cho phuong trinh
F(x,u, Du) = 0 trong 16p ham lién tuc déu va bi chan.

3 KET LUAN

Bai viét da ching minh dudc tinh duy nhat nghiém B—nhét ctia phuong trinh
Hamilton-Jacobi trong 16p ham lién tuc déu va bi chan trén tap con mé Q C X.
Day 1a sy md rong cho két qua duge trinh bay trong [5], 6 d6 két qua duge trinh
bay cho 16p ham lién tuc déu va bi chan trén toan khong gian X. Tuy nhién, tinh
duy nhat nghiém S—nhdt cho 16p ham lién tuc va khong bi chin cling nhu Hamilton
H trong phuong trinh u + H(x, Du) trong d6 H phu thuoc ba an H(x,u, Du) chua
dudce trinh bay. Trong thoi gian t6i ching toi hy vong rang sé c6 dude nhing két qua

méi cho cac van dé quan tam do.
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